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Resumen

Se estudiaron los atractores de Lorenz y de Rossler integrando numé-
ricamente las ecuaciones diferenciales de cada uno y analizando los datos
a través de los graficos y mapas que se presentan.

1. Problema 1: Atractor de Lorenz

Se estudi6 el atractor de Lorenz a partir de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales no lineales:

& =10(y —x)
y=pr—y—axz (1)
Z=uxy—8z/3

Se establecit la constante p = 28.

1.1. 1item (a)

Se integraron numéricamente las ecuaciones para condiciones iniciales muy
similares. En la figura 1 se puede apreciar como para valores iniciales muy
cercanos las soluciones divergen en poco tiempo. Esto es caracteristico de los
sistemas cadticos y es el principal obstaculo para realizar predicciones precisas a
largo plazo. La imposibilidad de realizar predicciones deterministicas no implica,
de todos modos, que no se puedan hacer otros estudios al sistema que permitan
realizar predicciones o descripciones cualitativas.
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Figura 1: Coordenas vs Tiempo. Se aprecia la divergencia de los resultados obtenidos
al integrar con condiciones iniciales muy parecidas. El grafico en rojo corresponde a
z2(0) =10 y el verde a z(0) = 10,0000000001.

1.2.

Item (b)

En la figura 2 se puede apreciar el atractor de lorenz, desde su proyeccion
en zy y en perspectiva.
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(a) Proyeccion sobre el plano zy
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Figura 2: Atractor de Lorenz

Problema 2: flujo caético

Para estudiar los flujos cadticos, vamos a utilizar bastante el sistema de
Rossler. Se integré numéricamente las siguientes ecuaciones diferenciales para
obtener graficos del sistema:



T=—-y—2z
y=x+02y (2)
2=0.2+4 z(x —¢)

2.1. Item (a)

En la figura 3 se pueden ver los graficos resultantes de integrar las ecuaciones
2 para diferentes valores de c.
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(c)c=14 (d) c=5

Figura 3: Sistema de Rossler para diferentes valores de ¢

Estudiamos el sistema como un oscilador en las coordenadas x e y. Es con-
veniente pensar en coordenadas cilindricas para definir como periodo el tiempo
que se tarda en dar una vuelta completa en torno al eje z. Esta definicion no es
estricta, ya que los tiempos no son iguales para cada vuelta, pero nos da una
idea intuitiva sobre como clasificar los ciclos, donde los ciclos que se repiten cada
1 vuelta son de periodo 1, los que se repiten luego de 2 vueltas son de periodo 2,
etc. En el caso ¢ = 2,5, el sistema se estabiliza tendiendo a una érbita cerrada de
periodo 1. El de ¢ = 3,5, el sistema se estabiliza tendiendo a una 6rbita cerrada
de periodo 2. El de ¢ = 4, el sistema se estabiliza tendiendo a una 6rbita cerrada
de periodo 4.

Para el caso ¢ = 5 se entra en un régimen cadtico. Para un estudio porme-
norizado de este sistema es conveniente utilizar mapas de Poincaré.
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Figura 4: Proyeccién del sistema Rossler con ¢ = 5 sobre el plano zy

2.2. Item (b)

Para estudiar el régimen caotico del sistema de Rossler construimos mapas
de pointcaré correspondientes a diferentes planos que contienen a z y forman
algtin angulo con el eje z (figura 5).
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Figura 5: Mapas de Pointcaré para el sistema de Rossler con ¢ = 5 en diferentes
planos. Los planos contienen al eje z y forman un angulo 6 con el eje x.

Se puede apreciar como la evolucion del flujo a medida que recorre un ciclo.
Tiene muchas similitudes con el sistema dela herradura de Smale. El flujo se
estira y se dobla sobre si mismo hasta que se superponen las dos partes de la
“herradura”. Por analogia, es esperable que entre las posibles 6rbitas cerradas o



“casi cerradas” se hallen algunos ciclos con propiedades topologicas similares a
los de la herradura de Smale.

2.3. Item (c)

El sistema cadtico, en su evoluciéon, pasa muy cerca de las 6rbitas que per-
dieron su estabilidad al variar el parametro c. Para evidenciar esto se buscaron
orbitas “casi cerradas” en el sistema cadtico para diferentes periodos y se las
compar6 con las Orbitas estables de los sistemas correspondientes a otros va-
lores de c. Se pueden ver los resultados para orbitas de periodo 1 (figura 6),
orbitas de periodo 2 (figura 7) y érbitas de periodo 4 (figura 8).
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(a)c:5 (b)C:2,5

Figura 6: Comparaciéon de un extracto de periodo 1 que “casi se cierra” del sistema
de Rossler Cadtico con la solucién estable para el ¢ = 2,5
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(a)c:5 (b)C:2,5

Figura 7: Comparaciéon de un extracto de periodo 2 que “casi se cierra”’ del sistema
de Rossler Cadtico con la solucién estable para el ¢ = 3,5



(b) c=2,5

Figura 8: Comparacién de un extracto de periodo 4 que “casi se cierra” del sistema
de Rossler Cadtico con la solucién estable para el ¢ = 4

2.4. Item (d)

Para estudiar la topologia asociada a las orbitas se graficaron las érbitas
estables provenientes de los sistemas con ¢ = 2,5y ¢ = 3,5 en la figura 9b, y las
orbitas “casi cerradas” extraidas del sistema cadtico en la figura 9a.
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(a) Rossler Caético (b) Ciclos estables para ¢ = 2,5y ¢ = 3,5

Figura 9: Comparacion de la relacion topologica entre los cicles estables del sistema
de Rossler para ¢ = 2,5 y ¢ = 3,5, y los ciclos “casi cerrados” de periodos 1 y 2 del
Rossler Caoético

En la herradura de Smale hay dos 6rbitas cerradas de periodo 1: una asociada
al punto fijo y otra que al hacer un ciclo vuelve sobre si misma. La segunda esté
rodeada por la tinica 6rbita de periodo 2 del sistema de forma analoga a una
cinta de Moebius. La primera no estd rodeada por la de periodo 2.

En la figura 9a se puede apreciar como la orbita de periodo 2 forma los
bordes de una cinta de moebius alrededor de la de periodo 1. Esta es una de las
soluciones esperables segun la analogia con la herradura de Smale. En la figura
9b, en cambio, la orbita de periodo 2 que sigue un comportamiento anélogo a
la cinta de Moebius no rodea en ningtin momento a la de periodo 1.

Se puede ver como la analogia con el sistema de la herradura de Smale es co-
rrecta. Cabe destacar que la orbita estable de periodo 1 del sistema con ¢ = 2,5



no puede evolucionar nunca con la variacién continua de ¢ para convertirse en
la orbita de periodo 1 de a figura 9a. Esto se debe a que tiene caracteristicas
topologicas diferentes. Para poder “ingresar” a la cinta de Moebius, las érbi-
tas deberian necesariamente cruzarse, lo que esta prohibido porque destruye la
evolucién deterministica.
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Figura 10: Evolucién del flujo para las orbitas “casi cerradas” de periodos 1, 2 y 4
del sistema de Rossler Caotico

Para hacer un estudio completo de la topologia del sistema de Rossler cadtico
se deberian estudiar también 6rbitas de periodo 3, 4, etc. A modo ilustrativo,
en la figura 10 se muestra como se “enroscan” entre si las 6rbitas de periodo 1,
2 y 4 extraidas del sistema con ¢ = 5.



2.5. Item (e)

Para poder compara el atractor de Rossler con el de Lorenz, se repitio el
procedimiento para extraer del segundo 6rbitas de diferentes periodos y analizar
su comportamiento. En la figura 11 se pueden apreciar dos 6rbitas “casi cerradas”
halladas.

Figura 11: Extractos de ciclos “casi cerrados” del sistema de Lorenz

La principal dificultad para el analisis consiste en determinar donde empieza
y termina un ciclo. Una posibilidad es definir que los ciclos comienzan y terminan
al atravesar el plano y = —zx en una direccién particular. Esto nos separa un
“ala” de la otra en el sistema (ver figura 2a). Si construimos un mapa sobre ese
plano obtenemos la figura 12. Bajo estas consideraciones, las 6rbitas graficadas
en la figura 11 son de periodo 1. Se puede apreciar como estas Orbitas estan
“enroscadas” entre si, lo que lo diferencia, en primera instancia, de la topologia
del atractor de Rossler.
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Figura 12: Mapa para el sistema de Lorenz sobre el plano y = —z. Los puntos rojos
ingresan al plano y los verdes salen del plano.

2.5.1. Extra

Lorenz propuso que los méaximos locales de la coordenada z definen cual va
a ser la altura (méaximo local) siguiente. Esto es, en la figura 1, los picos del
grafico de la coordenada z cumplen una relacion entre cada uno y el siguiente.
Esto esta en toda la bibliografia tradicional sobre el tema. Graficando z,41 vs
zn, se puede verificar esta relacion (figura 13).
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Figura 13: Relacion entre los maximos locales z,, de la coordenada z con sus inme-
diatos siguientes 244



